
非線形積分の収束定理とその統合化

河邊　淳 (信州大学工学部)

講演概要

非加法的測度は数学的には空集合で零となる単調増加な集合関数である．非加法的測度

とその積算概念としての非線形積分は古くから断片的には研究されていたが，1961 年の

Ellsberg [4] の壺の実験により，その重要性が再認識された．この心理実験によれば，不

完全な情報下での人間行動を説明するには，非加法的測度とその非線形な積算概念である

Choquet積分や Sugeno積分を土台とする期待効用理論の構築が必要となる．このように，

非加法的測度論と非線形積分論は，工学や社会科学分野の研究者からの切実な要請に基づ

き，従来の測度論から “加法性”を，積分論から “線形性”の呪縛を取り払い，現実社会の

問題に適切に対応可能な理論構成を目的として登場した新理論で，数学的には『測度論の

非加法化，積分論の非線形化，さらには両理論の精密化』を目指す理論と考えられている．

測度論の研究者の多くは，測度に加法性を仮定しなければ実りある理論は得られないと

考えていた．しかし，1974年の Sugeno [18]による工学的視点，Dobrakov [3]による数学

的視点からの基礎研究を出発点として，その後の多くの数学者，工学者，数理経済学者ら

による理論・応用両面にわたる多岐の研究の結果，測度論の様々な重要定理が実用的なよ

り弱い加法性や連続性のもとで成立することがわかってきた．それらの研究は早くも 1990

年代前半にはWang & Klir [19,20]，Denneberg [2]，Pap [13]らの専門書にまとめられた．

この講演では，まず基本的な用語や記法を準備したのち，可測関数列の収束に関する

Lebesgueの定理，Rieszの定理，法則収束定理，Egoroffの定理や，測度の正則性に関す

る Lusin の定理，Alexandroff の定理を題材にして，これら測度論における重要定理が非

加法的測度に対しても成立するために非加法的測度に課すべき幾つかの必要十分条件を紹

介する．

一方，非加法的測度の積算概念としての非線形積分は，期待効用理論や主観的評価問題，

測度論・積分論の精密化の観点から重要であるが，測度の非加法性に起因して，Lebesgue

流の積分の定義をそのまま適用しただけでは合理的な積分とはならない．また，数学理論

では 2項演算は加法と乗法が基本であるが，工学や社会科学分野ではこれに加えて，束演

算である上限と下限がよく用いられる．それゆえ非加法的測度論の応用分野では，加法と

乗法で定義される Choquet積分，上限と下限で定義される Sugeno積分，上限と乗法で定

義される Shilkret積分などから，具体的な問題ごとに適切な積分を取捨選択して積算概念

として利用している．これら非線形積分を実用化し，様々な分野への応用を目指すには，

非線形積分に対しても単調収束定理や Vitaliの収束定理などの積分収束定理の確立が必須



である．実際，工学分野では，積分収束定理は積分による集約過程 (aggregation process)

の頑健性 (robustness)，安定性 (stability)，非カオス性 (non-chaos) を表すと考えられて

いる．しかし，非線形積分に対する積分収束定理は，従来は各積分ごとに個別に議論され

きた．それゆえ，定理の定式化や証明方法も各積分固有の定義や性質に深く依存していて，

見通しのよい理論構成ではなかった．この講演の後半では，一連の論文 [5–12]に基づき，

これら非線形積分の収束定理を統合化する一つの方法論を紹介する．

まずは代表的な非線形積分である Choquet 積分 [1, 15]，Šipoš 積分 [17]，Sugeno 積

分 [14, 18]，Shilkret積分 [16, 21]を紹介する．次にこれら非線形積分を非加法的測度の空

間と非負可測関数の空間の直積空間上で定義された非線形の積分汎関数とみなすことによ

り，上記の非線形積分が共通してもつ性質を積分汎関数の言葉で定式化する．この共通的

性質の中でもとりわけ重要な性質は積分汎関数の摂動性であり，被積分関数 f と，非加法

的測度 µが定める f の減少分布関数 Gµ(f) := µ({f > t})をそれぞれ微少に変化させたと
きの積分値の微少な変化を線形的にとらえるために利用される．最後に，積分汎関数に対

する諸性質，特に積分汎関数の摂動性を用いることにより，個別の非線形積分に対しては

すでに一部確立されている単調収束定理，有界収束定理，Vitaliの収束定理などの積分収

束定理や，位相空間上の測度論で有名な Portmanteau定理を，積分汎関数を用いて統合化

する．
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